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Resumo:

A demonstragdo automatica de teoremas é uma area de pesquisa bem estabelecida em matematica
com inumeros métodos, programas computacionais e resultados, mas também com intimeros
problemas em aberto que realgam a sua vitalidade. Entre os problemas em aberto, os trés seguintes
problemas estdao na agenda dos especialistas na area da dedugdo automatica: a simplicidade de
uma demonstracdo; a legibilidade de uma demonstragdo; o quao interessante um dado
teorema/demonstragao pode ser considerado.
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1. Introducao

A Matematica é um campo de conhecimento formal que tem como objecto central
a demonstracio matematica. De axiomas, e de regras de inferéncia deduzir novo
conhecimento, novos teoremas, suportados por demonstragdes, em que a conclusdo
segue logicamente do conjunto inicial de premissas.

A drea da demonstragdo automatica de teoremas (Automated theorem proving,
ATP) é uma area de pesquisa bem estabelecida em matematica/ciéncias da computagio,
com inumeros métodos, programas computacionais e resultados, mas também com
inimeros problemas em aberto que realcam a sua vitalidade'. Entre os problemas em
aberto, os trés problemas a seguir estdo na agenda dos especialistas da area da dedugao
automatica: a simplicidade de uma demonstra¢ao; a legibilidade de uma demonstragao; o

qudo interessante um dado teorema/demonstragao pode ser considerado.

- O primeiro problema pede um critério para quantificar a simplicidade de uma
demonstracao.
- O segundo problema pede um critério para quantificar a legibilidade de uma
demonstracao.
- O terceiro problema pede um critério para quantificar o grau de interesse de um

teorema e/ou uma demonstragao.

A relevancia destes problemas pode ser aferido pela sua mengao pelo matematico
David Hilbert, na sua palestra intitulada “Problemas Matematicos”, no 2° Congresso
Internacional de Matemadticos realizado em 1900. Na versio impressa desta
palestra (Hilbert, 1901; 1902), Hilbert destaca a relevancia da existéncia de critérios gerais
para a classificagdo de um problema matematico como um bom problema matematico,
ou dito de outra forma um problema matematico interessante. Destacou também a
importancia da clareza e facilidade de compreensao e legibilidade, como caracteristicas
de um bom problema. Hilbert também enfatizou a relevancia da simplicidade na
matematica, sua conexdo com o conceito de rigor, e o facto de o mesmo esforc¢o de rigor
nos obrigar a descobrir métodos de demonstra¢do mais simples.

Todos esses trés problemas tém seu proprio valor na matematica, em geral, no
entanto, o presente texto ira aborda-los com um forte viés a drea da geometria. Este texto

pode ser visto como um panfleto, texto introdutério de um projecto de longo prazo, que

! Veja: Conference on Automated Deduction, https://cadeinc.org/ e Association for Automated Reasoning,
https://aarinc.org/
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visa abordar estes problemas, ndo apenas com novas analises dos trés problemas, mas
também investigando as suas conexdes, tanto usando estudos tedricos, como métodos
empiricos, e avaliando sua implementacdo na demonstracao e descoberta automatica de

teoremas em geometria.

2. Simplicidade de uma Demonstragao Matematica

No texto da conferéncia acima citado, Hilbert analisa 23 problemas (muito mais do
que os analisados durante a conferéncia). No entanto, Hilbert também refletiu sobre um
vigésimo quarto problema dedicado a simplicidade. Esse problema foi entao excluido da
versao impressa, e s descoberto posteriormente em um de seus cadernos (Thiele, 2003;
Thiele & Wos, 2002)%

O vigésimo quarto problema da minha palestra em Paris seria: Critérios
de simplicidade, ou prova da maior simplicidade de certas
demonstragdes. Desenvolver uma teoria do método de demonstracio em
matematica, em geral. Sob um determinado conjunto de condigdes, s6
podera existir uma demonstragdo considerada a mais simples. Em geral,
se ha duas demonstrag¢des para um teorema, devera ser possivel derivar
uma da outra, ou até que se torne bastante evidente quais sdo as variagdes
(e auxiliares) a serem usadas nas duas demonstracdes [...]* (Thiele, 2003;
Thiele & Wos, 2002).

Como observou Thiele (Thiele, 2003; Thiele & Wos, 2002), Hilbert nio estava
sozinho em seu desejo de maxima simplicidade em demonstragdes matematicas. O
matematico francés, Emile Lemoine (1840-1912), mostrou um grande interesse na
simplificagdo das construgdes geométricas propondo a, Geometrografia, uma forma de
classificar uma construgao geométrica em termos de complexidade e exactiddo (Lemoine
1902). Em tempos mais recentes, é possivel encontrar referéncias ao problema da
simplicidade na pesquisa de R. Thiele e L. Wos (Thiele & Wos, 2002), ou na coletinea de
artigos sobre o tema editada por I. Hipélito e R. Kahle (Hipdlito & Kahle, 2019).

? “Mathematisches Notizbuch”, preservado em, Niedersaechsische Staats- und Universitaets-bibliothek
Goettingen, Handschriftenabteilung (Cod. ms. D. Hilbert 600).
’ Notebook Cod. ms. Hilbert 600:3, p. 25-26; trans. Rudiger Thiele.
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2.1. Simplicidade em Geometria

Conforme observado por Thiele, E. Lemoine abordou o problema de simplicidade

através daquilo que designou por Geometrografia.

Geometrografia

Geometrografia, “alids a arte das construgdes geométricas”, visa fornecer uma
ferramenta (Lemoine, 1902; Loria, 1908; Mackay, 1893; Merikoski & Tossavainen, 2010;
Pinheiro, 1974; Quaresma et al., 2020; Santos, Baeta & Quaresma, 2019):

i) para designar cada constru¢ao geométrica por um numero que manifesta a sua
simplicidade e exactidao?;

ii) ensinar a maneira mais simples de executar uma construcao;

iii) discutir uma solu¢do conhecida para um problema e eventualmente substitui-la
por uma solugdo melhor;

iv) comparar diferentes solu¢oes para um problema, decidindo qual é a mais exacta e

a solu¢ao mais simples do ponto de vista da Geometrografia.

Em 1888, Lemoine reduziu todas as constru¢des geométricas executadas recorrendo
a uma régua e/ou compasso, a cinco operagdes basicas. Considerando as modificagoes
propostas por Mackay (Mackay, 1893), as seguintes construg¢des de régua e compasso e 0s

coeficientes correspondentes podem ser analisados.

e Colocar a borda da régua coincidente com um ponto ..............c.coeeennnenn. R;.
e Colocar a borda da régua em coincidéncia com dois pontos .................... 2R;.
e Desenharumalinhareta.............ooiiiiiiiiii i R,.
e Colocar um ponto do compasso em um ponto determinado ..................... Cy.
e Colocar os dois pontos do compasso em dois pontos determinados ........... 2C;.
o Descrever um circtlo .........ooeiiiviiiiiiiiiiiii C,.

Entdo, uma determinada constru¢ao, ¢ medida em relagdo ao namero de utiliza¢oes

daqueles passos elementares. Para uma determinada construgio tem-se:

* Exactiddo, ou a falta dela, neste contexto referem-se a possivel imprecisdo introduzida por ferramentas
fisicas, como uma régua ou um compasso.
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onde [; e m; sdo coeficientes que denotam o niimero de vezes que qualquer operagao é
executada. O numero, l; + [, + m; + m,, é designado por, coeficiente de simplicidade
(cs) da construgio, e denota o numero total de operag¢des realizadas. O numero, l; + m4,
¢ designado por, coeficiente de exactiddo (ce) da construgdo, e denota o nimero de
operacbes preparatorias em que a exactiddo da construgdo (feita com a ajuda de

ferramentas fisicas imprecisas) depende (Mackay, 1893; Merikoski & Tossavainen, 2010).

Geometrografia em Geometria Dinamica

A geometrografia classica aplica-se a construgdes geométricas feitas com a ajuda
de uma régua e de um compasso. Sua modernizagao, proposta em (Quaresma et al., 2020;
Santos, Baeta & Quaresma, 2019) utiliza as ferramentas dos sistemas de geometria
dindmica (DGS). Em (Quaresma et al., 2020) foi mostrado como modernizar a
Geometrografia usando o GCLC (Jani¢i¢ & Quaresma, 2006), em (Santos, Baeta &
Quaresma, 2019) ¢é mostrada a generalidade da abordagem, usando o
GeoGebra® (Hohenwarter, 2002). Considerando as operagdes: definir um ponto, em
qualquer lugar do plano, D, e definir um determinado objecto, usando n pontos, C, temos

os seguintes valores para as construgdes realizadas recorrendo ao GCLC:

e point - fixa um ponto NO Plano .........coeoiiiiiiiiiii D
o line — usa dois PONTOS ...uvvivniniiiiiiii 2C
o circle — usa dOis PONLOS ....vuiviiniiiiiiii 2C
e intersec —usaduaslinhas ...............ooo 2C
® intersec — usa qUAtIO PONTOS ... o.iiviviiiiiiiiiii 4C
e intersec2 — usa um circulo e um circulooulinha ...................o 2C
e midpoint — usa dois PONLOS .......cuiviiiiiiiiiiiiiii 2C
o med — usa dois PONTOS ....vuiviiiiiii 2C
®  bis — USAtreS PONLOS «.uvtinitiiitii et 3C
e perp—usaumpontoeumalinha.............c.oo 2C
e foot-—usaumpontoeumalinha .............cooiiii 2C

> https://github.com/janicicpredrag/gclc
¢ https://www.geogebra.org/
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e parallel — utiliza um ponto e umareta ............cooviiiiiiiiii 2C
e onsegment — usa doisS PONTOS ......ovuiuviniiiiiiiiiiiii 2C
o online — usa dois PONLOS ...euuiuiuiiiti i 2C
e oncircle — usa dois PONTOS .......iviiiiiiiiiiiiiii 2C

Na modernizagdo (extrapolagdo) da Geometrografia, considerando as “ferramentas”
dos sistemas de geometria dinamica, o coeficiente de exatiddo perde seu significado. As
construgdes serdo executadas pelo DGS, portanto sdo precisas (exatas). Contudo, o
coeficiente de simplicidade das constru¢des ainda pode ser util, pode ser usado para
classificar construgdes por niveis de simplicidade. Uma nova dimensao também pode ser
adicionado, o, dado pelo grau de liberdade que um determinado objeto geométrico tem,
por exemplo “um ponto numa recta” tem um grau de liberdade, um ponto no plano tem
dois graus de liberdade, etc. Este novo coeficiente dard um valor para o dinamismo da
construgdo geométrica. Os graus de liberdade sio medidos tendo em conta as definigdes
dos pontos. A defini¢do de um ponto define um ponto com dois graus da liberdade, as
construgdes onsegment, online e oncircle, definem pontos com um grau de liberdade.
Para as construgoes realizadas recorrendo ao GCLC, contidas no repositério de problemas
geométricos para demonstradores automaticos de teoremas, Thousand of Geometric
problems for geometric Theorem Provers (TGTP)’, obteve-se um valor médio de
simplicidade, CS,;, de 20, 8. Usando a andlise de agrupamentos (clustering), k-means,
funcdo implementada no pacote estatistico do Octave®, foram definidos trés
agrupamentos, que descrevem um nivel crescente de complexidade: construgdes simples,
1< CSy, < 18; construgdes de complexidade média, 18 < €S, < 28; construgdes
complexas, €Sy > 28. O TGTP contém 71 construgdes simples; 81 construgdes de
complexidade média; e 28 construg¢des complexas.

Por exemplo, o problema (GEO0369, TGTP): “No tridngulo AABC, seja F o ponto
médio do lado BC, e D e E as projec¢des ortogonais de C e B sobre AB e AC,
respectivamente. FG é perpendicular a DE em G. Mostre que G ¢ o ponto médio de DE”,
tem uma construgdo geométrica com coeficiente de simplicidade 19 (ver Fig. 1), isto ¢,
uma constru¢do de complexidade média. O valor de 6 para seu coeficiente de liberdade é
dado pelo facto de que apenas os trés pontos 4, B e C estdo livres no plano, enquanto

todos os outros pontos estao completamente vinculados, por construgao.

7 http://hilbert.mat.uc.pt/TGTP/index.php
8 GNU Octave, versio 6.1.1, pacote, octave-statistics, funcdo kmeans, https://octave.
sourceforge.io/statistics/function/kmeans.html
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Geometrografia na Demonstracao Automatica de Teoremas

A mesma abordagem pode ser (novamente) extrapolada para levar em
considerac¢ao as demonstracdes geométricas, ou seja, demonstra¢des baseadas em uma

teoria geométrica axiomatica, usando regras de inferéncia geométricas.

CSga = 19 =3D = 16C
CFgcl = 6

Figura 1. Coeficientes para a construcao, GEO0369 (TGTP)

Considerando as demonstra¢des produzidas pelo GATP, GCLC, implementando

o método da drea (Janici¢, Narboux & Quaresma, 2012), podemos calcular o coeficiente
de simplicidade para todos os axiomas e lemas em que o método estd baseado.

Além das construgdes geométricas nas quais as demonstragdes se baseiam, (com

coeficiente de simplicidade nCnst, existem outras etapas a serem consideradas.

o Simplificagdo Algébrica (Elementar) ..........c..coooviiiiiiiiiiiiiinn, (AS)
e Simplificagdo Geométrica (Elementar) ............c.ooeoviiiiiiiiiiiinnninnn.n. (GS)
e Aplicacio do Lema do Método da Aream .............veeivnneiiineiiinnninnns (AML,)

Uma determinada demonstra¢do pode, portanto, ser medida em rela¢ao ao namero
dessas etapas. Por simplificacdo algébrica elementar entendem-se as operagdes algébricas
bésicas: adi¢do, subtracao, multiplica¢do, divisao e suas propriedades de comutatividade,
associatividade e distributividade. Por simplificacao geométrica elementar entende-se a
aplicacao directa das defini¢oes das grandezas geométricas em que o método de area esta

baseado. Para uma dada demonstra¢ao, expressa pela equacio:
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17
n,Cnst +n, X AS +ns X GS + 2 AML,
Jj=l

onde n; é o coeficiente de simplicidade da constru¢ao geométrica, n, ¢ o numero de
TP ot o e - l

simplifica¢des algébricas e nz é o nimero de simplificagdes geométricas, e ), j"= 1, AML;, 0

somatdrio dos coeficientes de simplicidade dos diferentes lemas usados na demonstragao.

O coeficiente de simplicidade para a demonstra¢ao seria:

Ik

CSproof =n; +tn;+nz+ Z CSproof (AML]')
j=l

O coeficiente de liberdade ndo tem significado neste cendrio. Cada lema do
método da 4rea, AML;, tem um coeficiente de simplicidade correspondente, o termo,
Z;":ll CSproof (AML,-), ¢ a soma de todos esses valores, para todos os lemas usados na
demonstragdo. Para conseguir isso para cada lema do método da drea, calcularam-se os
correspondentes coeficientes de simplicidade (Quaresma & Graziani, 2021).

Por exemplo, a demonstra¢io do Lema AMLg tera o seguinte coeficiente de
simplicidade, CSproof(AMLg) = 74°.

Lema (AMLy). Seja R um ponto na reta PQ. Entdo, para quaisquer dois pontos A e B tem-

PR RQ
se que Spap = ESQAB + %SPAB~

O que se segue ¢ uma versiao condensada, a versao completa pode ser consultada

em (Quaresma & Graziani, 2021).

® O método da drea estd baseado em trés quantidades geométricas e suas propriedades. A saber: a drea com

. A - 4B ) L
sinal, para o triangulo AABC, S,pc; a razdo entre segmentos paralelos AB e CD, =; e a diferenca pitagdrica,

para o tridngulo AABC, Ppc.
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Geometrography of Lemma 9 (AMLy)

CSgq = 22 =4D+18C
CFgcl = 8

® 5 = 8,ppg, construgdo inicial;

e 1 X GS, dreas de tridngulos com a mesma orientagdo, Sgap = S — Sprg — Sppr;

PR
* 1XAMLy, lemald==r (CSproof(AMLyy) = 8);

SarQ __ RQ _ .
e 1XAMLs,lemas5, sAiQ == (CSproof(AMLs) = 18);

. . RQ _PQ
e 1 X GS, segmentos com a mesma orientacio, % =55

e 2 X AS, simplifica¢des algébricas, % =1 —1)eSppg = (1 = 1)84p0;

e 1XAML;, lema 5,

S PR

5222 = ﬁ (Csproof(AMLS) = 11)§

e 2 X AS, simplificagdes dlgébricas, Sppr = 7Sppg € Spap =S — (1 = 1)Sypg —
r'SBPQ;

e 2 X GS, 4reas de tridngulos com a mesma orienta¢do, Sgap =5 — (1 —71)(s —

Spap) — 7"(5 - SQAB);

o 7 X AS, simplificagdes algébricas, Spyp =S — 5+ 7S+ Spgp —TSpap — 1S +

PR RQ
780> Srap = TSqap + (1 = 1)Spap € Sgap = ﬁSQAB + ﬁSPAB;
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Geometrografia para demonstra¢do: 4D + 18C + 4GS + 11AS + 1AML,4 + 2AML;

74=22+4+11+8+(18+11)
22

CS
proof
AMLg{ (5o

com  CSproof(AMLyy) =8,  CSpr0f(AMLg) = 18  (primeira  aplicagio) e

CSproof(AMLg) = 11 (em segunda aplicagio).

Considera-se que, a partir da segunda aplicagdo de um lema, a sua demonstragao
¢ aceite, portanto, é necessaria apenas a sua adaptagdo a nova configuragdo, ou seja, a
correspondéncia de padrdes da configuragdo do lema com uma nova configuragao. Por
essa razdo, em qualquer segunda, terceira, etc. aplicagdo de um lema, apenas os valores do
coeficiente da construgao, CSg(, sdo considerados.

Dado que uma demonstracao matematica é uma sequéncia de passos, além do
coeficiente de simplicidade, seria util ter outros coeficientes: por exemplo, o total nimero
de passos da demonstra¢io; o valor da passagem mais dificil da demonstra¢do; o numero
de passos diferentes de alta dificuldade na demonstracao; o nimero de diferentes tipos de
passos (lemas) da demonstra¢ao; um texto, em lingua natural, da demonstragao; e um
valor numérico assim com um gréfico de linhas da demonstragdo, do ponto de vista da
geometrografia.

Portanto, para caracterizar completamente uma demonstragdo sintética formal

produzida por um GATP, podemos definir e considerar os seguintes coeficientes:

® CSproors 0 coeficiente de simplicidade (como acima), dd4 o coeficiente de
simplicidade para a demonstragao, de um ponto de vista global;

e (T,

®  CSproofmaxs 0 maior coeficiente de simplicidade dos lemas/definigdes aplicéveis,

roof> 0 nimero total de etapas da demonstragao;

fornece o coeficiente de simplicidade para a etapa mais dificil da demonstracao;
®  CDyypeproof> © numero de diferentes tipos de lemas utilizados na demonstragao;
®  CDighproos> © nmero de diferentes etapas de alta dificuldade na demonstragio;
e Um texto, em lingua natural, da demonstragao;

e O grafico de linhas correspondente da demonstragdo no formato tikz".

10 https://ftp.eq.uc.pt/software/TeX/graphics/pgf/base/doc/pgfmanual.pdf
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E importante observar que para obter o coeficiente CDhighproot (hp), os lemas do
método de area implementados no GATP, GCLC, foram analisados e, usando a fungao de
agrupamento k-means implementada no pacote de estatisticas do Octave, divididos em
trés categorias: dificuldade baixa (hp < 284), dificuldade média (284 < hp < 1848) e
dificuldade alta (hp = 1848).

Usando os coeficientes definidos acima, temos os seguintes valores para a

demonstra¢do do lema AMLg:

( Csproof = 74=22+4+11+8+(18+11)
CSgcl = 22
CTproof = 19
AMLg < CSproofmaX = 18
CDtypeproof = 2
LCDhighproof = 0

Com esta extensdo da Geometrografica as demonstragdes produzidas pelo GATP,
GCLC, temos a defini¢ao de um coeficiente de simplicidade para as demonstra¢oes
geométricas, produzidas automaticamente pelo GATP.

Como veremos a seguir alguns destes coeficientes vdo ser importantes para a

questdo da legibilidade de uma demonstra¢ao geométrica.

3. Legibilidade de uma Demonstragcao Matematica

De importancia em tudo semelhante ao problema da simplicidade, é o problema
da legibilidade de uma demonstragao, basta recordar obras como como as de Chou S.C,,
Gao X.S. e Zhang J.Z.(Chou, Gao & Zhang, 1996a, 1996b), ou aquelas de Freek
Wiedijk (Wiedijk, 2000)!".

" Veja também (Johnson, 1957; Kane, 1967; Li & Zhang, 1999; Noonan, 1990; Smith, 1969; Stojanovic,
Pavlovi¢ & Janici¢, 2011; Wang & Su, 2015, 2017; Y. Wang et al., 2017; Zou & Zhang, 2011). Para uma visao
geral interessante, veja também (Jiang & Zhang, 2012).
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3.1. Critérios de Legibilidade

Até onde sabemos, existem duas propostas precisas para medir a legibilidade de
uma demonstragao (Quaresma & Graziani, 2023). A primeira é a proposta por Shin-Chun
Chou et al. (Chou, Gao & Zhang, 1994, 452), o factor Maxt-Lems, enquanto a segunda ¢
a proposta por Freek Wiedijk e é conhecida como de Factor de de Bruijn (de Bruijn, 1994;
Wiedijk, 2000).

Critério Maxt-Lems

Chou et al. (Chou, Gao & Zhang, 1994, 452) propuseram uma forma de medir o quao
dificil é ler o texto de uma demonstracdo, obtida usando um provador automatizado de
teoremas para geometria (GATP) que implemente o método da drea (Janic¢i¢, Narboux &
Quaresma, 2012). O critério Maxt-Lems (ML) considera o seguinte par, (maxt,lems),

onde:

e maxt é o numero de termos do polinémio maximal que ocorre na demonstragao
automadtica. Assim, maxt mede o ntmero de cdlculos necessirios na
demonstragio;

e Jemséonamero delemas de eliminagao usados para eliminar pontos de grandezas
geométricas. Em outras palavras, lems indica o niimero de passos de inferéncia na

demonstragao.

Usando esses dois elementos e analisando todas as demonstragoes feitas pelo seu
GATP, eles conseguiram determinar um limite indicativo de legibilidade. De acordo com
Chou et al. (Chou, Gao & Zhang, 1994, 452) uma demonstracao formal, que emprega o

método da drea, é considerada legivel se uma das seguintes condigdes ¢é valida:

e o numero de termos do polindmio maximal da demonstragdo ¢ menor ou igual a
5;

e o numero de passos de inferéncia na demonstra¢ao for menor ou igual a 10;

e o termo maximo da demonstragdo é menor ou igual a 10 e o numero de passos de

inferéncia é menor ou igual a 20.
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E interessante notar que, de acordo com o seu corpus'?: 66,9% das demonstracdes tém
maxt < 5, 42,6% tém lems < 10 e 73,2% tém lems < 20.

Consideremos, por exemplo, o repositério TGTP, especificamente, o problema
GEOO0001, o Teorema de Ceva.

Teorema (Teorema de Ceva). Seja AABC um tridngulo e P um qualquer ponto no plano.

SejaD = AP 0 CB, E = BP N AC e F = CP N AB. Mostre que: = X
deve estar nas rectas paralelas a AC, AB e BC e passando por B, C e A

respectivamente (Janicié, Narboux & Quaresma, 2012).

Com relagdo ao critério ML, considerando a demonstragdo feita pelo GATP,
GCLC (Janici¢ & Quaresma, 2006), os valores sdo: maxt = 1 e lems = 3. Portanto, isso

seria considerado uma demonstragao legivel.

A

Figura 2. Teorema de Ceva, Constru¢do Geométrica

Factor de de Bruijn

O projeto Automath teve como objetivo desenvolver um sistema que permitisse
escrever teorias matematicas de uma forma tao precisa que a verificagao da corre¢do dos

teoremas em tais teorias poderia ser realizada por meios formais, operagdes

12 Eles consideraram 478 problemas com demonstra¢des autométicas.
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(automatizadas) aplicadas diretamente ao texto (de Bruijn, 1994). Este foi um primeiro
esforco na direcao da Formalizagdo da Matemdtica, objectivo que actualmente é
perseguida por pesquisadores trabalhando em sistemas como o Cog, Isabelle e Mizar entre
outros”. Em “A Survey of Project Automath”, de Bruijn introduziu o factor de perda,
diferenca entre o tamanho de um texto matematico comum e sua traducao formal
realizada por um programa computacional. O factor de perda expressa o que alguém
perde, em termos de sintese (laconismo), ao traduzir matematica informal para
Automath. Wiedjk desenvolveu o conceito e o chamou de factor de de Bruijn. O factor de
de Bruijn foi desenvolvido para um situagio em que uma demonstragdo ¢
criada/introduzida num computador com todos os detalhes, de tal forma que o
computador pode verificar sua exactiddo, por exemplo, quando para um dado teorema
matematico informal existente, o texto é re-escrito, “traduzido”, para uma representagio
formal, usando para tal um sistema como o Automath. Portanto, o factor de de Bruijn
mede o quio eficiente é um tal sistema de conversiao (Wiedijk, 2000). Wiedijk observou
que questdes ndo significativas sobre formatacdo poderiam afetar o calculo do factor de
perda, por exemplo: se a indentagio for realizada empregando a tecla “tab”, entao tal
indentagédo pode ser oito vezes menor em comparagdo com situagdes em que a indentagiao
é feito através da tecla de “espac¢o”; também o nome da macro LaTeX para o simbolo ‘&’
usa 15 caracteres, enquanto uma codificacdo como “<=>” usa apenas 3. Para que o factor
de perda ndo fosse afectado por estas e outras op¢des de formatagio, Wiedjk propos
compactar os arquivos antes de calcular a relagido entre tamanhos. Wiedijk chama a
relacdo entre textos ndo compactados, o factor de de Bruijn aparente e a relagdo entre
textos compactados o factor intrinseco de de Bruijn (Wiedijk, 2000).

Consideramos que o factor de de Bruijn pode ser usado, num sentido mais lato,
e.g. pode ser usado para medir o factor de perda das demonstra¢des matematicas, quando
produzidas por um dado GATP. Sempre que uma demonstracdo informal é conhecida
para um determinado teorema, ela pode ser comparada com a demonstracdo formal
produzida pelo provador automatizado de teoremas, usando uma determinada
axiomatizagdo. Isto é particularmente verdadeiro na geometria, onde uma determinada
demonstragdo geométrica pode ser comparada com uma demonstragdo formal, também

geométrica, produzida por um GATP.

13 https://coq.inria.fr/, https://isabelle.in.tum.de/, http://mizar.org/
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Usando novamente o Teorema de Ceva como exemplo, a legibilidade da sua
demonstragdo formal, em relacio ao factor de de Bruijn pode ser calculada' (ver
Tabela 1).

Informal | Formal | Factor de de Bruijn

Nio comprimida 125KB 137KB 1,09

Comprimida 124KB 136KB 1,09

Tabela 1. Legibilidade da Demonstra¢ao do Teorema de Ceva — GCLC, Método da Area,
Factor de de Bruijn

Wiedijk também introduziu o limiar de Bruijn, ou seja, um limite abaixo do qual
“as pessoas comegarao a usa-los (sistema tipo Automath) para trabalhos sérios”. Seguindo
o trabalho de Wiedijk pode-se considerar o valor de 2 como um limiar de legibilidade.
Mais estudos sdo necessarios com o fim de estabelecer um limite de legibilidade para
demonstragdes automatizadas, usando o factor de de Bruijn, é necessirio uma
compara¢do mais ampla entre demonstragdes formais e demonstragdes informais.
Considerando o quociente do tamanho da demonstracao formal (método da drea) e o
tamanho da demonstragio informal, o factor de de Bruijn do Teorema de Ceva é 1,09.

Seria, portanto, sensato considerar a demonstra¢ao formal, legivel.

Limitacoes do Critério ML e Factor de de Bruijn
Uma limitagdo surge quando se considera a seguinte classificagdo (Quaresma et al,,

2020) das demonstragdes geométricas formais produzidas pelos GATP':

1. nenhuma demonstragio legivel, apenas uma saida demonstrado/nao

demonstrado;

"Usou-se a demonstragdo que pode ser encontrada em
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Ceva's_theorem como fonte para a demonstracdo
informal.

5 GATPs podem ser de dois tipos principais: algébricos, a demonstragéo, se existir, é feita recorrendo a um
raciocinio algébrico (por exemplo, base de Grobner); geométrica (sintética), a demonstragio, se existir, é
feita recorrendo a um conjunto de axiomas e regras de inferéncia da geometria, sem o uso de coordenadas.
Métodos semi-sintéticos, por ex. o método da drea, usa também os axiomas de um corpo de caracteristica
diferente de 2.
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2. demonstragdo ndo sintética (ou seja, uma demonstragdo sem uma descri¢ao
geométrica correspondente, por ex. métodos algébricos);

3. demonstragdo semi-sintéctica com tradugdo correspondente na linguagem do
provador;

4. demonstra¢io (semi-)sintética com uma correspondente representacio em
linguagem natural;

5. demonstragdo (semi-)sintética com uma linguagem natural correspondente e com

correspondéncia visual.

Relacionando o critério ML com esta classificagdo, podemos notar que tal critério
s6 permite a definicdo de um limite para demonstragdes semi-sintéticas que empregam o
método da area (nivel 3). A aplicabilidade direta do critério ML a outros métodos
sintéticos, por ex. métodos de angulo completo ou o método das bases de dados
dedutivas (Chou, Gao & Zhang, 1996b; Ye, Chou & Gao, 2010), seria possivel,
considerando o nimero de etapas de deducdo das demonstra¢oes e adaptando a condi¢ao
quanto ao namero de termos do polinémio maximal nas demonstragdes.

O factor de de Bruijn pode ser utilizado diretamente em todos os niveis acima de
1, embora é mais significativo em niveis maiores ou iguais a [sspl]. Considerando o
(GCLC) e seus GATPs integrados baseados no método de drea, método de Wu e método
das bases de Grébner (Janici¢ 2006), é possivel calcular a legibilidade das demonstragdes
desenvolvidas usando os diferentes GATPs. E possivel usar o factor de de Bruijn, para
todos esses métodos, no entanto ter-se-iam de encontrar demonstra¢cdes informais
correspondentes.'®

Os dois critérios analisados sdo muito diferentes, o primeiro é muito especifico
enquanto o segundo é muito genérico.

P&e-se entdo a questdo: serd possivel definir um novo critério que seja mais natural
e expressivo do que o anteriores, e que possa ser generalizado para varios métodos de
demonstracio?

A proposta abaixo baseia-se na modernizagdo da Geometrografia (Lemoine 1902;
Quaresma et al., 2020; Santos, Baeta & Quaresma, 2019).

6. O método de Wu e o método das bases de Grobner sdo ambos métodos algébricos, do ponto de vista
geométrico as suas demonstragdes sdo ilegiveis (nivel 2).
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Um Critério Geometrografico

E interessante notar como os coeficientes geometrograficos, acima descritos (§
2.1), destacam muitos dos aspectos salientes de uma demonstra¢ao geométrica, aspectos
que podem ser usados para analisar a legibilidade de tais demonstra¢des. Além disso, é
interessante ressaltar como o grifico da demonstragdo constitui uma espécie de
eletroencefalograma da mdquina enquanto demonstra o teorema. Assim como um
eletroencefalograma pode ser util para medir a actividade cerebral, o grafico da
demonstracdo ajuda a entender o esforco dispendido na compreensio da
demonstracdo (Quaresma & Graziani, 2023).

Aplicando a Geometrografia as demonstragdes do método de drea contidas no
repositério TGTP, usando o GATP GCLC, e usando os coeficientes geometrograficos

podemos argumentar em favor do seguinte coeficiente de legibilidade:

Coeficiente de Demonstragoes de Legibilidade Geometrogrdfica (GRCP)"”

GRCP = ((CSproot — CToraot) X (CDhighproot + CDiypeproor) )

Este coeficiente relaciona quatro quantidades: o coeficiente de simplicidade da
demonstra¢do, o numero total de etapas da demonstragao, o namero de diferentes etapas
com alta dificuldade na demonstra¢do, o numero de diferentes lemas usados na
demonstragao.

O primeiro factor, (CSproof — CTproof), da uma aproximacgéo para o coeficiente
geral de simplicidade das etapas nio triviais na demonstragdo. E possivel observar que
CTproof conta o nimero de passos em vez do coeficiente de simplicidade de cada etapa.
Por outro lado, em CSp40f, € 0 coeficiente de simplicidade que conta. Cada passo trivial
tem um coeficiente de simplicidade igual a um, e os coeficientes de simplicidade para
etapas ndo triviais, como a constru¢ao e os lemas, sao muito maiores que um. A luz disto,
pode-se concluir que a diferenga entre CSpro0r € CTproor enfatiza a complexidade da
demonstrag¢do, desconsiderando a sua extensao.

O segundo factor, (CDhighproof + CDtypeproof), da conta do numero de passos
dificeis. Passos que, potencialmente, tornam a demonstragdo muito mais dificil de seguir,
etapas onde o fluxo normal da demonstragdo seria interrompido para passar para a

demonstra¢do do lema, retomando apds o completar da demonstragiao do lema. A adigdo

7 Geometrographic Readability Coefficient of Proofs (GRCP).
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do niimero de etapas de alta dificuldade com o namero de diferentes lemas usados no
demonstragdo, providencia um factor multiplicador para a complexidade geral da
demonstragdo. Uma nota final sobre este segundo factor: um passo de alta dificuldade é,
com certeza, uma aplicagdo de um lema, no entanto sentimos que a natureza de alta
dificuldade do lema em questdo, ¢ uma razao suficiente para que esta dupla contagem nao
seja significativa no computo geral.

Multiplicando estes factores, a aproximacao para o coeficiente de simplicidade e
o numero de etapas dificeis — ambos os elementos que acreditamos caracterizar a
legibilidade de uma demonstragio — obtemos um coeficiente de legibilidade para as
demonstra¢des geométrica produzidas por GATP.

Considerando os 71 teoremas e suas demonstragdes do método de area, contidos
no repositério TGTP e usando, novamente, a analise de agrupamentos, k-means, fungéo
do Octave, as demonstragdes podem ser divididas nas seguintes classes de legibilidade
geometrografica:'® legivel (altalegibilidade), GRCP < 48000; legibilidade média,
48000 < GRCP < 135000; baixa legibilidade, GRCP > 135000.

O valor de GRCP para o exemplo GEO0001, é: GRCPggpgpo1 = (220 — 32) X
(0 + 3) = 564 < 48000, portanto uma demonstragdo legivel (alta legibilidade).

Exemplo de legibilidade média do GRCP. Problema GEO0021 contido no repositorio
TGTP:

Teorema (Circuncentro de um Triangulo). O circuncentro de um tridngulo pode ser
encontrado como a intersec¢do das trés bissectrizes perpendiculars tem os seguintes valores

para os diferentes coeficientes.

( CSproor = 8554
CSqqr = 11
CTproor = 591
GEO00214 CSproofmax = 2807
CDtypeproof = 13
CDhighproof = 3
\

48000 < GRCP = 127408 < 135000

18 Os valores obtidos foram arredondados.
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Pelo critério GRCP, este ¢ um problema de legibilidade média. Pode-se ver que ele
possui 13 lemas diferentes, 3 etapas de alta dificuldade, um demonstragdo longa com uma

diferenca significativa entre o CSproor € 0 niimero de etapas da demonstragdo (ver

Figura 3).
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Figura 3. TGTP, GEO0021, Circuncentro de um Triangulo

Comparando os Diferentes Critérios

O critério do GRCP leva em consideragdo todos os aspectos significativos de uma
demonstra¢do formal, sua dificuldade geral, seu nimero de passos, o nidmero de passos
dificeis e o numero de lemas diferentes que devem ser aplicados. Os demais critérios
consideram menos aspectos. O factor de de Bruijn, dado seu objetivo inicial, leva em
considera¢ao apenas o tamanho da demonstracdo e precisa ter uma demonstragdo

informal para comparar. O critério ML considera o nimero de diferentes lemas aplicados
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e usa o numero de termos do polindémio maximo como forma de se aproximar da
complexidade da demonstragdo. Tanto no critério ML, como no critério GRCP, tem-se
em conta o numero de lemas numa demonstra¢io: no critério GRCP como factor
multiplicativo, no critério ML como uma das condi¢des de legibilidade. No critério ML o
numero de termos no polindmio maximo sdo considerados, mas, como observaram os
seus autores, isso mede o numero de calculos necessarios na demonstra¢ido, nao a sua
legibilidade. A legibilidade esta fracamente relacionado com o nimero de etapas da
demonstragdo, o que faz ¢ dar uma aproximagao ao numero de passos necessarios para
decompor esses longos polinémios que ocorrem na demonstragdo em um expressio
simples.

Independentemente desta comparagio dos diferentes critérios, queremos
enfatizar que a visdo Geometrografica tem um alcance mais geral. A qualidade da
abordagem Geometrografica, através da andlise de vérios coeficientes das demonstragdes,
aos que se pode adicionar o grafico da demonstragdo (ver Figura 3), é dada pela
possibilidade de definir uma linguagem que pode ser usado por ndo especialistas para
formular outros critérios mais fracos ou mais fortes do que aquele acima proposto. Temos
a possibilidade de ir além de um dado critério geometrografico, considerando uma
abordagem geometrografica do problema da medigdo da legibilidade de demonstragdes
formais produzidas por GATP. Uma abordagem que oferece um ambiente para analisar
as demonstragdes em detalhes, propor e testar critérios de legibilidade. Até onde sabemos,
¢ o primeiro momento em que a comunidade tem acesso a uma ferramenta tao geral para
o formular e o estudar da legibilidade de demonstra¢des formais em dedugao automatica
em geometria. E também interessante notar que o critério GRCP oferece uma classificagio
de demonstragoes que estd em linha, quando considerados os pontos fundamentais, com
as classificagdes dadas pelos outros dois critérios referidos. Isto ¢, as demonstra¢des que
sdo classificadas como dificeis de ler de acordo ao novo critério também sao classificados
como de dificil leitura para os demais, e os 0 mesmo se aplica a demonstragdes faceis de
ler (Tabela 2).

Finalmente, temos que dizer que todos os critérios aqui propostos nao tém
nenhuma validagao através da submissao de testes a estudantes, especialistas etc. a grande
vantagem que a nossa abordagem oferece é que nos permite formular critérios que podem
ser, posteriormente, implementados em repositérios como TGTP, podendo ser avaliado

experimentalmente de uma forma muito simples.
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TGTP ML de Bruijn GRCP
3 < 5, passos deductivos 1.6 <2 564 < 48000
GEO0001 L
facil facil facil (alta)

13 > 5 passos deductivos

&
namero de termos > 5 37.63>2 127408 < 135000
GEQO0021
dificil dificil dificil (média)
13 > 5 passos deductivos
&
namero de termos > 5 47.31>2 269790 > 135000
GE00020
dificil dificil dificil (baixa)

Tabela 2. Comparagao dos Trés Critérios

4. Teoremas Matematicos Interessantes

Como foi ja referido Hilbert destacou a relevancia da existéncia de critérios gerais
para a classificagao de um problema matematico como um bom problema matematico.
Destacou também a importancia da clareza e facilidade de compreensao, pode-se dizer,
simplicidade, assim como a legibilidade, como caracteristicas de um bom (interessante)
problema. Larry Woss encarou, do ponto de vista computacional, esta procura da
existéncia de critérios gerais para a classificagio do quao interessante um problema
matematico pode ser considerado.

Larry Woss, listou o problemas da geragao automatica de problemas interessantes

como um dos problemas basicos na area da deduc¢ao automatica (Wos, 1988).

[31° problema de Wos] Que propriedades podem ser identificadas para

permitir a constru¢do de um programa de dedugdo automatica capaz de
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encontrar teoremas novos e interessantes, em vez de simplesmente demonstrar

conjecturas?

A busca de quais sdo as propriedades que podem ser identificadas para permitir um
programa de dedugdo automatica encontrar teoremas interessantes é um objetivo de
pesquisa interessante (trocadilho intencional) (Colton, Bundy & Walsh, 2000; Gao &
Cheng, 2017; Gao, Li & Cheng, 2018, 2019; Puzis, Gao & Sutcliffe, 2006; Quaresma,
Graziani & Nicoletti, 2023). O 31° problema de Wos, refere os problema da geragao e da
classificagdo. No que se segue aborda-se somente a questdo da classificagdo de um teorema
como um teorema interessante, i.e. do encontrar critérios para a classificagdo de um
problema geométrico como interessante.

A questdio de gerar teoremas interessantes ja foi abordado por varios
autores (Colton, Bundy & Walsh, 2000; Gao & Cheng, 2017; Gao, Li & Cheng, 2018, 2019;
Puzis, Gao & Sutcliffe, 2006). As diferentes abordagens encontradas na literatura (Colton,
2002; Gao, Goto & Cheng, 2014; Puzis, Gao & Sutcliffe, 2006) compartilham, em suas
linhas gerais, o mesmo algoritmo: para um determinado fragmento légico, seleciona-se
um conjunto inicial de factos, referentes as propriedades intrinsecas a construgio
geométrica, de seguida tem-se um ciclo de geragdo/filtragem, até que uma da dada

condi¢ao de paragem seja correspondida.

Filtrando Teoremas Interessantes

Um primeiro nivel de filtragem deve descartar as tautologias 6bvias e também as
conjecturas provadas falsas por evidéncias empiricas.

A filtragem por teoremas interessantes ou por teoremas desinteressantes, dois
lados da mesma moeda, ¢ feito através da aplicacao de uma série de filtros. Os filtros até
agora encontrados na literaturaque aborda o assunto, sao de natureza especulativa, nao
tendo ainda sido validados de nenhuma forma (Colton, Bundy & Walsh, 2000; Gao, Li &
Cheng, 2018, 2019; Puzis, Gao & Sutcliffe, 2006).

Obvio:
o numero de inferéncias na derivacdo. Este filtro tenta estimar o qudo ébvio é uma dada

formula, através do numero de inferéncias usadas na deriva¢ao da sua demonstracéo.
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Peso:
esfor¢o necessario para ler uma férmula. O “peso” de uma férmula pode ser estimado

pelo namero de simbolos contidos na féormula.

Complexidade:
o esfor¢o necessario para compreender uma férmula. O numero de simbolos de fungdes

e predicados contidos na féormula.

Surpresa:

mede novas relagdes entre conceitos e propriedades.

Intensidade:
mede o quanto uma férmula resume as informagdes dos nds ancestrais em sua arvore de

derivagao.

Adaptabilidade:
mede qudo rigorosamente as varidveis universalmente quantificadas estdo restritas (para

férmulas na forma clausal).

Foco:
mede até que ponto uma férmula gera resultados positivos ou negativos no dominio de

aplicagdo.

Utilidade:
mede o quanto um teorema interessante contribuiu para a demonstragio de outros

teoremas interessantes.

Apesar da relevancia destas métricas, seria apropriado construir um inquérito,
com um numero significativo de especialistas, com vista a sua validagao. Este tipo de
inquérito seria relevante nao apenas para enfrentar o problema de Wos, mas também para
melhor entender como construir e avaliar os programas que geram/encontram teoremas

interessantes.
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Resultado de Indecidibilidade

Na secgdo anterior foi discutida a aplicagdo de filtros, esses filtros sdo baseados em
algumas medidas de interesse que ainda precisam ser validadas e que sdo aplicado de
forma heuristica. Poe-se a questdo: é possivel ter uma abordagem deterministica, isto é, é
possivel escrever um programa de computador que, de forma deterministica, encontre
teoremas interessantes? De seguida mostramos ser ndo decidivel determinar, para uma
dada Maquina de Turing, se a linguagem por ela reconhecida tem a propriedade (néo-
trivial) de encontrar teoremas interessantes (Quaresma, Graziani & Nicoletti, 2023). A
demonstracgdo deste resultado usa o Teorema de Rice (ver Lema 1) (Rice, 1953; Rogers Jr,
1987; Sipser, 1997).

Definig¢ao 1 (Propriedade Nao-Trivial). Uma propriedade p de uma linguagem formal é

ndo-trivial se:

o existe uma linguagem recursivamente enumerdvel com a propriedade p;

o existe uma linguagem recursivamente enumerdvel que ndo possui a propriedade p.

Lema 1 (Teorema de Rice). Seja p qualquer propriedade ndo-trivial da linguagem de uma
mdquina de Turing. O problema de determinar se uma determinado linguagem de uma

mdquina de Turing tem a propriedade p é indecidivel.

Teorema 1 (Resultado de Indecidibilidade). Para qualquer Mdquina de Turing, é
indecidivel determinar se a linguagem por ela reconhecida tem a propriedade de encontrar

teoremas interessantes.

Demonstragdo. Todos os programas (maquinas de Turing) capazes de demonstragio
automadtica de teoremas em geometria e, por extensdo, gerar/encontrar teoremas
geométricos, dependem de uma linguagem formal para descrever as construgdes

geométricas, conjecturas e demonstragdes.

Por exemplo, podemos considerar a linguagem para a logica de primeira ordem,
First-Order Form (FOF)" definida no repositério TPTP (Sutcliffe, 2017). Considerando

de seguida as teorias axiomaticas formais para a geometria escritas nessa linguagem.

Y http://tptp.cs.miami.edu/TPTP/QuickGuide/
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Seja p a propriedade daquela linguagem que diz que o teorema t é interessante,
para qualquer definicdo concebivel de interesse, entdo existe um linguagem enumeravel
com a propriedade p. Sera suficiente restringir o linguagem de tal forma que o teorema ¢,
e somente este, fosse reconhecido. Mas, também existe uma linguagem recursivamente
enumeravel que ndo possui a propriedade p. Bastaria restringir essa linguagem de tal
forma que apenas as tautologias seriam reconhecidas. Tautologias sdo, para qualquer
defini¢do concebivel de interesse, desinteressantes. Provamos que p, a propriedade que
pode estabelecer se um determinado teorema é interessante, é uma propriedade nao-
trivial.

Tendo estabelecido que a propriedade p é nao-trivial, entdo, pela aplicagdo de
Teorema de Rice, é indecidivel determinar para qualquer maquina de Turing M, se a
linguagem reconhecida por M tem a propriedade p.

;.

Por outras palavras, é indecidivel ter um programa deterministico que possa
encontrar problemas interessantes. Na melhor das hipdteses, esta é uma tarefa a ser
abordada por programas baseado em algoritmos guiados por critérios heuristicos.

A luz do nosso resultado de indecidibilidade, verificar se um teorema é
interessante continua a ser uma tarefa inerentemente humana ou, na melhor das
hipoteses, para um determinado programa de computador guiado por heuristicas. No
entanto, para que este meta-nivel (heuristico) possa ser definido, ¢ preciso chegar a um
grau minimo de concordancia sobre a defini¢ao de teoremas interessantes. Para alcangar
algo que possa ser a base da definicdo de um tal meta-nivel, acreditamos que uma
exploragdo empirica da nogdo de interessante e do que implica concretamente é

primordial. Abordaremos esta possibilidade nas conclusdes.

5. Conclusoes

Como ja foi referido acima este é um projecto de longo prazo o qual visa abordar
o problema da simplicidade e legibilidade das demonstra¢des geométricas assim como o
problema do analisar de quao interessante um teoremas e/ou demonstra¢ao geométrica
possa ser, sempre na perspetiva de um sistemas automatico de demonstragdes
geométricas. Por esta razdo, essas questdes serdo analisadas considerando diferentes
perspetivas. A primeira etapa adotard uma visdo qualitativa: utilizaremos o método da
epistemologia historica para analisar os trés problemas. A epistemologia histdrica é “a
histéria do categorias que estruturam nosso pensamento, modelam nossos argumentos e
demonstragbes e certificam nossos padrdes para a compreensdo do factos. A

epistemologia histérica pode (na verdade, deve ser) instanciada pela historia das ideias,
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mas coloca um tipo diferente de questdo: ndo a historia disto ou daquilo uso particular
de, digamos, infinitesimais nas demonstragdes matematicas dos séculos XVI e séculos
XVII, mas a histéria das mudangas nas formas e padrdes da matematica manifestadas
durante este periodo” (Daston, 1993). Usando esse método analisaremos a histdria das
mudangas nas formas e padroes de demonstracbes geométricas através de diferentes
culturas matematicas e épocas, destacando as ideias relacionadas a simplicidade e
legibilidade das demonstracdes geométricas, e sobre o interesse de um dado problema
geométrico. Usando os dados colectados nesta primeira etapa, tentaremos definir alguns
desideratos relativos aos problemas em questdo. A segunda etapa adotara uma visdo
quantitativa: conceberemos inquéritos para serem respondidos por especialistas para
melhor entender o uso dos adjectivos simples, legivel e interessante, em relagdo as
demonstragdes e teoremas. Uma etapa final acabara por ser a aplicagdo dos resultados
achados na concep¢do e implementac¢ao de programas que possam ir ao encontro da

descoberta de novos problemas interessantes, com demonstragdes simples e legiveis.
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